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Àííîòàöèÿ
Èññëåäîâàíà çàäà÷à äèðàêöèè ïëîñêîé óïðóãîé âîëíû íà ãðàäèåíòíîì â ïîïåðå÷-
íîì íàïðàâëåíèè èçîòðîïíîì ñëîå. Ìåòîäîì ïåðåîïðåäåëåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïîëó÷å-
íà ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà, êîòîðàÿ ðåøåíà ñåòî÷íûì ìåòîäîì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ïðîèëåé ñêîðîñòåé óïðóãîé âîëíû.
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Ââåäåíèå
Ñëîè íåîäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäû ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè
è óïðóãèõ ìîäóëåé âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ãåîèçèêè [1℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû îñîáûé
èíòåðåñ âûçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïðîõîæäåíèÿ óïðóãèõ âîëí ÷åðåç ìåòà-
ìàòåðèàëû [24℄. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíû çàäà÷è îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ çâóêà
ñëîÿìè íåîäíîðîäíûõ ñïëàâîâ [5℄, êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ è ïðîñòðàíñòâåííî
îãðàíè÷åííûõ ïîðèñòûõ ñòðóêòóð [6℄. ÿä ðàáîò ïîñâÿùåí ïðîõîæäåíèþ çâóêîâûõ
âîëí ÷åðåç èñêóññòâåííûå ñðåäû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [7℄ ðàññìîòðåíî îòðàæåíèå
ïëîñêîé çâóêîâîé âîëíû îò ñëîÿ Ýïøòåéíà [8℄.
Ñëîè ñ ãðàäèåíòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè ìîæíî òàêæå âñòðåòèòü è â çà-
äà÷àõ ãèäðîàêóñòèêè. Çäåñü ïîäîáíûå ñëîè âîçíèêàþò â ìîðÿõ è îêåàíàõ íà ðàç-
ëè÷íûõ ãëóáèíàõ [9℄. Ñêîðîñòü çâóêà â òàêèõ ñëîÿõ ìîæåò íåïðåðûâíî èçìåíÿòüñÿ
íà ðàññòîÿíèè îò íåñêîëüêèõ ìåòðîâ äî íåñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ [10℄.
Äîñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàíà çàäà÷à äèðàêöèè âîëíû íà ñëîå èëè íà ñèñ-
òåìå îäíîðîäíûõ ñëîåâ [7℄, à òàêæå îäíîìåðíûå çàäà÷è [11, 12℄. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
äèðàêöèè íà ãðàäèåíòíîì ñëîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìå-
òîäû. Íàïðèìåð, â [13℄ ýòà çàäà÷à ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èìïåäàíñíîãî ìåòîäà
ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê óïðóãèõ âîëí.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à äèðàêöèè óïðóãîé âîëíû íà íåîä-
íîðîäíîì èçîòðîïíîì ñëîå ñ íåèçìåííûìè óïðóãèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âäîëü
îñè âîëíîâîäà è ñ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ â ñå÷åíèè.
Äèåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå çàäà÷ó äèðàêöèè, ðàññìîòðåíû îò-
äåëüíî â ïîëóïëîñêîñòÿõ è â ñëîå. Çàäà÷è â ïîëóïëîñêîñòÿõ ÿâëÿþòñÿ ïåðåîïðå-
äåëåííûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñëåäàìè èñêîìûõ óíêöèé íà
ñòûêàõ ñðåä [14℄. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ãðàíè÷íîé çàäà÷å
äëÿ ñèñòåìû Ëàìå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà. Çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ îäíîðîäíîñòü çà-
äà÷è. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ
ñåòî÷íûì ìåòîäîì.
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ïðî-
èëåé ñêîðîñòåé óïðóãîé âîëíû.
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïóñòü (ñì. ðèñ. 1) íà íåîäíîðîäíûé ñëîé òîëùèíû L (ñðåäà 2, {0 < y < L} ,
ñ ïëîòíîñòüþ ρ2(y) è ïîñòîÿííûìè Ëàìå λ2(y) è µ2(y)) èç ñðåäû 1 {y > L} ïîä
óãëîì θ ïàäàåò óïðóãàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà âèäà u0(x, y) exp{iωt} . Â ðåçóëü-
òàòå äèðàêöèè âîçíèêàþò îòðàæåííàÿ â ñðåäó 1 âîëíà u1(x, y) , ïðîøåäøàÿ â
ñðåäó 3 {y < 0} âîëíà u3(x, y) è ïîëå u2(x, y) â ñðåäå 2. Íóæíî íàéòè ïîëíîå
äèðàãèðîâàííîå ïîëå. Ñðåäû 1 è 3 ïîëàãàåì îäíîðîäíûìè è èçîòðîïíûìè.
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èñ. 1. åîìåòðèÿ çàäà÷è
Áóäåì èñêàòü äëÿ âñåõ (x, y) ∈ R2 ïðè y 6= 0 è y 6= L ðåøåíèÿ ïëîñêîé ãàðìî-
íè÷åñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè
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)
äëÿ n = 1, 2, 3 ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè Ëàìå λ , µ è ïëîòíîñòüþ ρ ïðè
y > L è y < 0 è êîýèöèåíòàìè Ëàìå λ2(y) , µ2(y) è ïëîòíîñòüþ ρ2(y) , ÿâëÿþ-
ùèìèñÿ óíêöèÿìè ïåðåìåííîé y , ïðè 0 < y < L . Ôóíêöèè λ2(y) , µ2(y) è ρ2(y)
ïîëàãàåì íåïðåðûâíî çàâèñÿùèìè îò y .
Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿ-
æåíèÿ ïðè y = L :
ux1(x, L + 0) + ux0(x, L + 0) = ux2(x, L− 0),
uy1(x, L + 0) + uy0(x, L + 0) = uy2(x, L− 0),
τ1(x, L + 0) + τ0(x, L + 0) = τ2(x, L− 0),
σy1(x, L + 0) + σy0(x, L + 0) = σy2(x, L− 0),
(2)
ïðè y = 0 :
ux3(x, 0 − 0) = ux2(x, 0 + 0), uy3(x, 0− 0) = uy2(x, 0 + 0),
τ3(x, 0 − 0) = τ2(x, 0 + 0), σy3(x, 0 − 0) = σy2(x, 0 + 0).
(3)
Èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1)(3) áóäåì âûáèðàòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå óõîäÿùèì íà áåñêîíå÷íîñòü âîëíàì.
2. Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùàÿ ïîëå â ãðàäèåíòíîì ñëîå
Èñêîìûå óíêöèè ñèñòåìû (1) äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî y èç èíòåðâàëà
(0, L) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êëàññå L1,lo(R) è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè óíêöèè
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èìåþò ìåäëåííûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè ïî ïåðåìåííîé x . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìå-
íÿòü ê (1) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x , äîïóñêàÿ êàê çàòóõàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè,
òàê è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåéäåì îò ïåðåìåííîé x ê ïå-
ðåìåííîé ξ è ïîëó÷èì
−iξσx2 + τ
′
2 + ρ2ω
2ux2 = 0, −iξτ2 + σ
′
y2 + ρ2ω
2uy2 = 0,
σx2 = −i(λ2 + 2µ2)ξux2 + λ2u
′
y2, σy2 = −iλ2ξux2 + (λ2 + 2µ2)u
′
y2, (4)
τ2 = µ2 (u
′
x2 − iξuy2) .
Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå â òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíå-
íèÿõ (4), â ïåðâûå äâà. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàìå ïðè y ∈ (0, L)
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′
x2)
′ +
[
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2
]
ux2 − iξ(λ2 + µ2)u
′
y2 − iξµ
′
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((λ2 + 2µ2)u
′
y2)
′ +
[
ρ2ω
2 − µ2ξ
2
]
uy2 − iξ(λ2 + µ2)u
′
x2 − iξλ
′
2ux2 = 0
(5)
îòíîñèòåëüíî îáðàçîâ Ôóðüå ïåðåìåùåíèé ux2(ξ, y) è uy2(ξ, y) .
Îòìåòèì, ÷òî íåèçâåñòíûå ux2(ξ, y) è uy2(ξ, y) ïî y ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè óíê-
öèÿìè, è ñëåäîâàòåëüíî, âñå ïðîèçâîäíûå ýòèõ óíêöèé ïîíèìàþòñÿ â êëàññè÷å-
ñêîì ñìûñëå. Ýòî ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì äèñêðåòèçèðîâàòü çàäà÷ó ïî ïåðåìåí-
íîé y . Ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì y èñêîìûå óíêöèè ïî ïåðåìåííîé ξ ÿâëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè ìåäëåííîãî ðîñòà.
3. ðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè {y > L} áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèÿ (1) ïðè-
íàäëåæàò L1,lo(R) è êîððåêòíî îïðåäåëåíû èõ ñëåäû τ1(x, L + 0) , σy1(x, L + 0) ,
ux1(x, L+0) è uy1(x, L+0) . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñêîìûå óíêöèè  ðàñïðåäåëåíèÿ
ìåäëåííîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè (òî åñòü óíêöèè, ðàñòóùèå íà áåñêîíå÷íîñòè
íå áûñòðåå, ÷åì ïîëèíîì íåêîòîðîé ñòåïåíè) è, áîëåå òîãî, ñëåäû óíêöèé  òàêæå
ðàñïðåäåëåíèÿ ìåäëåííîãî ðîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ðàáîòå [14℄ ïîêàçàíî, ÷òî ðå-
øåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíå, óõîäÿùåé â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè y ,
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì, ñâÿçûâàþùèì ìåæäó ñîáîé îáðàçû Ôóðüå ñëåäîâ êîì-
ïîíåíò ïîëÿ
ξτ1(ξ, L) + γ1,1(ξ)σy1(ξ, L)− 2iµ1ξγ1,1(ξ)ux1(ξ, L)−
− i(ρ1ω
2 − 2µ1ξ
2)uy1(ξ, L) = 0,
− γ2,1(ξ)τ1(ξ, L) + ξσy1(ξ, L) + i(ρ1ω
2 − 2µ1ξ
2)ux1(ξ, L)−
− 2iµ1ξγ2,1(ξ)uy1(ξ, L) = 0,
(6)
ãäå k211 = ρ1ω
2/(λ1 + 2µ1) , k
2
21 = ρ1ω
2/µ1 , à âåòâè êîðíåé ó óíêöèé γ1,1 =
=
√
k211 − ξ
2
, γ2,1 =
√
k221 − ξ
2
âûáèðàåì òàê, ÷òîáû âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü áûëà
ïîëîæèòåëüíîé, à â ñëó÷àå, åñëè âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, âûáèðàåì êîðíè
ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ.
Â ðàâåíñòâàõ (6) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäû âñåõ èñêîìûõ óíêöèé ïðè y = L , íî
òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå óíêöèè íåïðåðûâíû âî âñåé ïëîñêîñòè, ïðåäåë áóäåì
ïîíèìàòü êàê çíà÷åíèå ïðè y = L . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â äàëüíåéøåì áóäåì
ïîñòóïàòü è äëÿ äðóãèõ ñëåäîâ èñêîìûõ óíêöèé.
Â ðàâåíñòâàõ (6) ïåðåéäåì îò ñëåäîâ óíêöèé èç ñðåäû 1 ê ñëåäàì óíêöèé
ñëîÿ. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì èõ èç óñëîâèé (2) è ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ
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â (6). Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îáðàçîâ Ôóðüå êîìïîíåíò ïîëÿ,
îïðåäåëåííûõ â ñëîå:
ξτ2(ξ, L) + γ1,1(ξ)σy2(ξ, L)− 2iµ1ξγ1,1(ξ)ux2(ξ, L)−
− i(ρ1ω
2 − 2µ1ξ
2)uy2(ξ, L) = f1(ξ),
− γ2,1(ξ)τ2(ξ, L) + ξσy2(ξ, L) + i(ρ1ω
2 − 2µ1ξ
2)ux2(ξ, L)−
− 2iµ1ξγ2,1(ξ)uy2(ξ, L) = f2(ξ),
ãäå
f1(ξ) = ξτ0(ξ, L) + γ1,1(ξ)σy0(ξ, L)− 2iµ1ξγ1,1(ξ)ux0(ξ, L)− i(ρ1ω
2 − 2µ1ξ
2)uy0(ξ, L),
f2(ξ) = −γ2,1(ξ)τ0(ξ, L)+ ξσy0(ξ, L)+ i(ρ1ω
2−2µ1ξ
2)ux0(ξ, L)−2iµ1ξγ2,1(ξ)uy0(ξ, L).
Èñêëþ÷èì èç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé îáðàçû Ôóðüå íàïðÿæåíèé, èñïîëüçîâàâ
óðàâíåíèÿ (4). Ïîëó÷èì òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñëåäû îáðàçîâ
Ôóðüå ñìåùåíèé â ñëîå íà âåðõíåé ãðàíèöå
a1(ξ)u
′
x2(ξ, L) + a2(ξ)ux2(ξ, L) + a3(ξ)u
′
y2(ξ, L) + a4(ξ)uy2(ξ, L) = f1(ξ),
a5(ξ)u
′
x2(ξ, L) + a6(ξ)ux2(ξ, L) + a7(ξ)u
′
y2(ξ, L) + a8(ξ)uy2(ξ, L) = f2(ξ),
(7)
ãäå
a1(ξ) = µ2(L)ξ, a2(ξ) = −(λ2(L) + 2µ1)iξγ1,1(ξ),
a3(ξ) = (λ2(L) + 2µ2(L))γ1,1(ξ), a4(ξ) = −i(ρ1ω
2 − (2µ1 − µ2(L))ξ
2),
a5(ξ) = −µ2(L)γ2,1(ξ), a6(ξ) = i(ρ1ω
2 − (λ2(L) + 2µ1)ξ
2),
a7(ξ) = (λ2(L) + 2µ2(L))ξ, a8(ξ) = −i(2µ1 − µ2(L))ξγ2,1(ξ).
Â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè {y < 0} ðåøåíèÿ (1) áóäåì èñêàòü â êëàññå L1,lo(R)
ñ ìåäëåííûì ðîñòîì íà áåñêîíå÷íîñòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñëåäû τ3(x, 0) , σy3(x, 0) ,
ux3(x, 0) è uy3(x, 0) êîððåêòíî îïðåäåëåíû è òàêæå ïðèíàäëåæàò L1,lo(R) . Òîãäà
ðåøåíèÿ èç êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ìåäëåííîãî ðîñòà, ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíàì, óõî-
äÿùèì â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè y , óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì, ñâÿçûâà-
þùèì ñëåäû îáðàçîâ Ôóðüå êîìïîíåíò ïîëÿ [14℄
ξτ3(ξ, 0)− γ1,3(ξ)σy3(ξ, 0) + 2iµ3ξγ1,3(ξ, 0)ux3(ξ)− i(ρ3ω
2 − 2µ3ξ
2)uy3(ξ, 0) = 0,
γ2,3(ξ)τ3(ξ, 0) + ξσy3(ξ, 0) + i(ρ3ω
2 − 2µ3ξ
2)ux3(ξ, 0) + 2iµ3ξγ2,3(ξ)uy3(ξ, 0) = 0,
êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì îòíîñèòåëüíî ñëåäîâ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ íà íèæ-
íåé ãðàíèöå:
ξτ2(ξ, 0)− γ1,3(ξ)σy2(ξ, 0) + 2iµ3ξγ1,3(ξ)ux2(ξ, 0)− i(ρ3ω
2 − 2µ3ξ
2)uy2(ξ, 0) = 0,
γ2,3(ξ)τ2(ξ, 0) + ξσy2(ξ, 0) + i(ρ3ω
2 − 2µ3ξ
2)ux2(ξ, 0) + 2iµ3ξγ2,3(ξ)uy2(ξ, 0) = 0.
Âîñïîëüçîâàâøèñü (4), ïîëó÷èì
b1(ξ)u
′
x2(ξ, 0) + b2(ξ)ux2(ξ, 0) + b3(ξ)u
′
y2(ξ, 0) + b4(ξ)uy2(ξ, 0) = 0,
b5(ξ)u
′
x2(ξ, 0) + b6(ξ)ux2(ξ, 0) + b7(ξ)u
′
y2(ξ, 0) + b8(ξ)uy2(ξ, 0) = 0,
(8)
ãäå
b1(ξ) = µ2(0)ξ, b2(ξ) = i(λ2(0) + 2µ3)ξγ1,3(ξ),
b3(ξ) = −(λ2(0) + 2µ2(0))γ1,3(ξ), b4(ξ) = −i(ρ3ω
2 − (2µ3 − µ2(0))ξ
2),
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b5(ξ) = µ2(0)γ2,3(ξ), b6(ξ) = i(ρ3ω
2 − (λ2(0) + 2µ3)ξ
2),
b7(ξ) = (λ2(0) + 2µ2(0))ξ, b8(ξ) = i(2µ3 − µ2(0))ξγ2,3(ξ).
åøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7) è (8) èçè÷åñêè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ñìåùåíèÿ (ux2, uy2) , êîòîðûå îïèñûâàþò ïîëå ïðè 0 < y < L â çàäà÷å
äèðàêöèè íà óïðóãîì ñëîå.
4. Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è
Îáîçíà÷èì óíêöèè ux2(ξ, y) , uy2(ξ, y) ÷åðåç ux(y) , uy(y) , ïîëàãàÿ ξ ïàðàìåò-
ðîì. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
(c1u
′
x)
′ + c2ux + c3u
′
y + c4uy = 0,
(c5u
′
y)
′ + c6uy + c7u
′
x + c8ux = 0,
(9)
ãäå
c1 = µ2, c2 = ρ2ω
2 − (λ2 + 2µ2)ξ
2, c3 = −iξ(λ2 + µ2), c4 = −iξµ
′
2,
c5 = λ2 + 2µ2, c6 = ρ2ω
2 − µ2ξ
2, c7 = −iξ(λ2 + µ2), c8 = −iξλ
′
2.
Çàìåòèì, ÷òî cn  óíêöèè îò ïåðåìåííîé y è ïàðàìåòðà ξ . Óðàâíåíèå (9) â
íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
b1u
′
x(0) + b2ux(0) + b3u
′
y(0) + b4uy(0) = 0,
b5u
′
x(0) + b6ux(0) + b7u
′
y(0) + b8uy(0) = 0
(10)
è
a1u
′
x(L) + a2ux(L) + a3u
′
y(L) + a4uy(L) = f1,
a5u
′
x(L) + a6ux(L) + a7u
′
y(L) + a8uy(L) = f2.
(11)
Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (9)
(11) îò ïàðàìåòðà ξ . Âñå êîýèöèåíòû êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
óíêöèÿìè ïî ξ . Òîãäà åñëè ïðàâûå ÷àñòè (11) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè ïî ξ , òî è ðåøåíèÿ áóäåì ïîëàãàòü òàêæå ðåãóëÿðíûìè ïî ïàðàìåòðó ξ .
Åñëè æå f1 è f2  ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ξ , òî è ñàìè ðåøåíèÿ áóäåì ïî-
ëàãàòü òàêæå ñèíãóëÿðíûìè. Íàïðèìåð, åñëè f1 = C1δ(ξ − ξ0) è f2 = C2δ(ξ − ξ0) ,
òî ux(y) = δ(ξ − ξ0)wx(y; ξ0) è uy(y) = δ(ξ − ξ0)wy(y; ξ0) . Â òàêîì ñëó÷àå óäîáíî
¾ïðîíîðìèðîâàòü¿ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó íà δ(ξ− ξ0) . Äëÿ ýòîãî îðìàëüíî çàìåíèì
âñþäó ξ íà ξ0 è ðàçðåøèì (9)(11) îòíîñèòåëüíî wx(y; ξ0) è wy(y; ξ0) .
Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà îáðàçû Ôóðüå ñëåäîâ ïàäàþùåãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñèí-
ãóëÿðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, íàïðèìåð â ñëó÷àå, åñëè ïàäàþùàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîé, ðåøåíèåì çàäà÷è áóäóò òàêæå ñèíãóëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òàêèì æå
íîñèòåëåì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå äèðàêöèè îäíîé ïëîñêîé âîëíû îò-
ðàæàåòñÿ è ïðîõîäèò ïî äâå âîëíû  ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ.
Ïîñòðîèì ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé (9) ñ ïîãðåøíîñòüþ àïïðîêñè-
ìàöèè O(h2) , ãäå h  øàã ïî ñåòêå:
− ux,i−1c1,i−1/2 + ux,i(c1,i−1/2 + c1,i+1/2 − c2,ih
2)− ux,i+1c1,i+1/2+
+ uy,i−1c3,i
h
2
− uy,ic4,ih
2 − uy,i+1c3,i
h
2
= 0, (12)
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− uy,i−1c5,i−1/2 + uy,i(c5,i−1/2 + c5,i+1/2 − c6,ih
2)− uy,i+1c5,i+1/2+
+ ux,i−1c7,i
h
2
− ux,ic8,ih
2 − ux,i+1c7,i
h
2
= 0. (13)
Äàëåå àïïðîêñèìèðóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10)
− ux,N−1a1 + ux,N(a1 + a2h)− uy,N−1a3 + uy,N(a3 + a4h) = f1h,
− ux,N−1a5 + ux,N(a5 + a6h)− uy,N−1a7 + uy,N(a7 + a8h) = f2h
(14)
è óñëîâèÿ (11)
ux,0(b1 − b2h)− ux,1b1 + uy,0(b3 − b4h)− uy,1b3 = 0,
ux,0(b5 − b6h)− ux,1b5 + uy,0(b7 − b8h)− uy,1b7 = 0.
(15)
Ïðåäñòàâèì (12)(15) â ìàòðè÷íîì âèäå:
(
A1 B2
B1 A2
)(
ux
uy
)
=
(
g1
g2
)
ñ âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè
ux =


ux,0
ux,1
.
.
.
ux,N−1
ux,N


, uy =


uy,0
uy,1
.
.
.
uy,N−1
uy,N


, g1 =


0
0
.
.
.
0
f1h


, g2 =


0
0
.
.
.
0
f2h


è òðåõäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè
A1 =


b1 − b2h −b1 0 0 0 0 0
−c1,1/2 d1 −c1,3/2 0 0 0 0
0 −c1,3/2 d2 −c1,5/2 0 0 0
0 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0 0
0 0 0 −c1,N−5/2 dN−2 −c1,N−3/2 0
0 0 0 0 −c1,N−3/2 dN−1 −c1,N−1/2
0 0 0 0 0 −a1 a1 + a2h


,
A2 =


b7 − b8h −b7 0 0 0 0 0
−c5,1/2 j1 −c5,3/2 0 0 0 0
0 −c5,3/2 j2 −c5,5/2 0 0 0
0 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0 0
0 0 0 −c5,N−5/2 jN−2 −c5,N−3/2 0
0 0 0 0 −c5,N−3/2 jN−1 −c5,N−1/2
0 0 0 0 0 −a7 a7 + a8h


,
ãäå di = c1,i−1/2 + c1,i+1/2 − c2,ih
2, ji = c5,i−1/2 + c5,i+1/2 − c6,ih
2,
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B1 =


b5 − b6h −b5 0 0 0 0 0
c7,1
h
2 −c8,1h
2 −c7,1
h
2
0 0 0 0
0 c7,2
h
2
−c8,2h
2 −c7,2
h
2
0 0 0
0 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0 0
0 0 0 c7,N−2
h
2
−c8,N−2h
2 −c7,N−2
h
2
0
0 0 0 0 c7,N−1
h
2
−c8,N−1h
2 −c7,N−1
h
2
0 0 0 0 0 −a5 a5 + a6h


,
B2 =


b3 − b4h −b3 0 0 0 0 0
c3,1
h
2
−c4,1h
2 −c3,1
h
2
0 0 0 0
0 c3,2
h
2
−c4,2h
2 −c3,2
h
2
0 0 0
0 0
.
.
.
.
.
.
.
.
. 0 0
0 0 0 c3,N−2
h
2
−c4,N−2h
2 −c3,N−2
h
2
0
0 0 0 0 c3,N−1
h
2
−c4,N−1h
2 −c3,N−1
h
2
0 0 0 0 0 −a3 a3 + a4h


.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ çàäà÷à äèðàêöèè ñâåäåíà ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (12)(15) ñ ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè.
5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû
Ñìåùåíèÿ â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé n-é ñðåäå â îáùåì âèäå ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì [15℄:
uxn(y) = ξAne
−iγ1ny − ξBne
iγ1ny + γ2nCne
−iγ2ny + γ2nDne
iγ2ny,
uyn(y) = γ1nAne
−iγ1ny + γ1nBne
iγ1ny − ξCne
−iγ2ny + ξDne
iγ2ny.
Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è âûâîäîâ ï. 4 îòíîñèòåëüíî îòðàæåííîãî
è ïðîøåäøåãî ïîëåé ñìåùåíèÿ äëÿ îòðàæåííîãî ïîëÿ ïðèìóò âèä
ux1(y) = −ξ0B1e
iγ11(y−L) + γ21D1e
iγ21(y−L),
uy1(y) = γ11B1e
iγ11(y−L) + ξ0D1e
iγ21(y−L),
à äëÿ ïðîøåäøåãî 
ux3(y) = ξ0A3e
−iγ13y + γ23C3e
−iγ23y,
uy3(y) = γ13A3e
−iγ13y − ξ0C3e
−iγ23y.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýèöèåíòîâ B1 , D1 , A3 è C3 ñïåðâà ðå-
øèì ÷èñëåííî çàäà÷ó (12)(15). Çàòåì èç (2), (3) íàéäåì ñëåäû êîìïîíåíò ïîëåé
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èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîýèöèåíòà îòðàæåíèÿ |B1|/|A0| äëÿ âîëíû âèäà (16), äèðàãè-
ðóþùåé íà ãðàäèåíòíîé ïîëîñå òîëùèíîé L = 10 ì, ðàñïîëîæåííîé â ïåñ÷àíèêå (ρ =
= 2400 êã/ì3 , vp = 3300 ì/ñ, vs = 2000 ì/ñ), îò óãëà ïàäåíèÿ θ . Äî ñåðåäèíû ñëîÿ
ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòè ëèíåéíî óâåëè÷èâàþòñÿ äî çíà÷åíèé vmaxp = 3900 ì/ñ
è vmaxs = 2360 ì/ñ ñîîòâåòñòâåííî, à çàòåì ëèíåéíî óìåíüøàþòñÿ äî ïåðâîíà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèé. Ïåðâûé ãðàèê ñîîòâåòñòâóåò êðóãîâîé ÷àñòîòå ω = 2 · 103 , âòîðîé  ω = 4 · 103 ,
òðåòèé  ω = 6 · 103
â ïîëóïëîñêîñòÿõ è íåèçâåñòíûå êîýèöèåíòû. Íàïðèìåð, åñëè îïðåäåëèòü ñëåäû
ñìåùåíèé, òî
B1 =
uy1γ21 − ux1ξ0
γ11γ21 + ξ20
, D1 =
ux1γ11 + uy1ξ0
γ11γ21 + ξ20
,
A3 =
uy3γ23 + ux3ξ0
γ13γ23 + ξ20
, C3 =
ux3γ13 − uy3ξ0
γ13γ23 + ξ20
,
ãäå uxn è uyn  ñëåäû ñìåùåíèé n-é ñðåäû.
Ïóñòü íà ñëîé íàáåãàåò ïëîñêàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà ñî ñìåùåíèÿìè âèäà
ux0(x, y) = A0k1,1 sin θ exp{−ik1,1 sin θ x− ik1,1 cos θ (y − L)},
uy0(x, y) = A0k1,1 cos θ exp{−ik1,1 sin θ x− ik1,1 cos θ (y − L)}.
(16)
Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê êîìïîíåíòàì ïàäàþùåãî ïîëÿ, ïîëó÷èì
äåëüòà-ðàñïðåäåëåíèå δ(ξ − ξ0) , ξ0 = k1,1 sin θ . Ïðè ýòîì γ1,1(ξ0) = k1,1 cos θ . Òàê
êàê ïðàâûå ÷àñòè (11) ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òî çàäà÷ó (12)
(15) äîñòàòî÷íî ðåøèòü ïðè îäíîì ξ = ξ0 .
Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ïåñ÷àíèêà ñ ïîñòîÿííûìè ïëîò-
íîñòüþ ρ = 2400 êã/ì3 è ñêîðîñòÿìè vp = 3300 ì/ñ è vs = 2000 ì/ñ âî âñåé ïëîñêî-
ñòè, çà èñêëþ÷åíèåì ñëîÿ òîëùèíîé L = 10 ì. Â ïåðâîé ïîëîâèíå ñëîÿ ïðîäîëüíàÿ
ñêîðîñòü ëèíåéíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ vp = 3300 ì/ñ äî v
max
p = 3900 ì/ñ, à çàòåì ïðî-
èñõîäèò ëèíåéíîå óìåíüøåíèå äî ïðåæíåé ñêîðîñòè vp . Íà ýòîé íåîäíîðîäíîñòè
òàêæå èçìåíÿåòñÿ è ïîïåðå÷íàÿ ñêîðîñòü îò vs = 2000 ì/ñ äî v
max
s = 2360 ì/ñ,
òàêèì îáðàçîì, ÷òî âî âñåé ïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå vp(y)/vs(y) = 1.65 .
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîýèöèåíòà îòðàæåíèÿ |B1|/|A0| äëÿ âîëíû
âèäà (16) îò óãëà ïàäåíèÿ θ . Ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î òîì, ÷òî ïðè ìàëûõ óã-
ëàõ (ìåíåå 40◦ ) ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ïðîõîäèò â ñðåäó 3. Ïðè θ > 70◦
áîëüøàÿ ÷àñòü ýíåðãèè ïåðåõîäèò â îòðàæåííóþ ïðîäîëüíóþ âîëíó. Â ïåðåõîäíîé
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èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðîøåäøåé è îòðàæåííîé ýíåðãèè îò óãëà ïàäåíèÿ θ âîëíû âè-
äà (16) íà ãðàäèåíòíûé ñëîé òîëùèíû L = 10 ì ïðè ÷àñòîòå ω = 2 · 103 . Ïàðàìåòðû
ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè ðèñ. 2. Ïåðâûé ãðàèê ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè îòðàæåííîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû, 2  ïðîøåäøåé ïðîäîëüíîé, 3  îòðàæåííîé ïîïåðå÷íîé, 4  ïðîøåäøåé
ïîïåðå÷íîé
çîíå ïðè θ ∈ (40◦, 70◦) ìàëûå ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ìåäëåííîìó íàðàñ-
òàíèþ êîýèöèåíòà îòðàæåíèÿ, áîëüøèå ÷àñòîòû  áîëåå ðåçêîìó èçìåíåíèþ
¾ïðîçðà÷íîñòè¿ ñëîÿ íà ïîëíîå îòðàæåíèå.
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó âîçáóæäàåìûìè â ïîëóïëîñ-
êîñòÿõ âîëíàìè â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïàäåíèÿ θ . Âèäíî, ÷òî îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ
ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ïðîäîëüíûìè âîëíàìè. Ëèøü â ïåðåõîäíîé çîíå äîëÿ ýíåð-
ãèè, óíîñèìàÿ ïîïåðå÷íûìè âîëíàìè, óâåëè÷èâàåòñÿ, äîñòèãàÿ ≈ 0.1 .
6. Âûâîäû
Ïðåäñòàâëåííûé â ðàáîòå ìåòîä ýåêòèâåí ïðåæäå âñåãî, êîãäà îáðàçû Ôóðüå
ñëåäîâ ïàäàþùåãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Òîãäà àïïðîê-
ñèìèðóþùàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè îäíîì ξ = ξ0 . Åñëè æå îáðàçû Ôóðüå  ðåãó-
ëÿðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, ïðè äèðàêöèè íà ïëàñòèíå ãàóññîâà ïó÷êà),
òî çàäà÷ó (12)(15) íóæíî ðåøàòü ïðè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðàõ ξ .
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå îññèéñêîãî îíäà óíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò  12-01-97012-ð_ïîâîëæüå_à).
Summary
A.V. Anufrieva, D.N. Tumakov. Diration of a Plane Elasti Wave by a Gradient Layer.
In this artile, the problem of diration of a plane elasti wave by a gradient layer
isotropi in a transverse diretion is investigated. A system of seond-order ordinary dierential
equations with boundary onditions of the third kind is obtained using an overdetermined
boundary-value problem. This system is solved by the grid method. The alulation results for
the ase of pieewise linear saling of elasti wave veloities are given.
Key words: diration, elasti wave, gradient layer.
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